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1. En partikel med massa m &r i en endimensionell oéndlig potentialbrunn som ges av

V(m):{o 0<z<a

0O annars
Vagfunktion vid tiden ¢t = 0 ar en superposition av de tva lagsta energiegentillstanden:
U(z,0) = C(¢1(z) + 1a(x))

(a) Bestam vérdet pa konstanten C.
(b) Bestém tillstandet vid tiden t.

(c) Bestam rorelseméngdens véntevirde vid tiden t.

2. 24 elektroner ar instédngda i en kubisk odndlig potentialbrunn med sidléngd L och
volym V = L3. Bestdm grundtillstindsenergin om viixelverkan mellan elektronerna kan
forsummas. Vad blir svaret for 24 identiska bosoner?

3. En partikel med massa m kan rora sig i en dimension och &r bunden av en delta-
funktionspotential V(z) = —ad(z) dar o > 0 &r en konstant. Bestdm vagfunktionen och
energin.

VAND!



4. En endimensionell harmonisk oscillator stors av en potential H' = %st dir s > 0

ar en konstant. Bestdm forsta och andra ordningens korrektioner till grundtillstandse-
nergin med storningsrékning. Tag fram den exakta grundtillstandsenergin till det storda
problemet, serieutveckla resultatet, och jamfor med resultatet fran storningsrikningen.

5. Foljande problem &r centralt for magnetisk resonans metoden. Hamiltonianen for ett
spinn 1/2 i ett magnetfélt med en konstant komponent By i z-riktningen och en tidsbe-
roende komponent B (e, coswt + e, sinwt) i xy-planet ar

H = wS, + wi[cos(wt)S, + sin(wt)S,]

dér S,, Sy, S, ar spinnoperatorer, och wy = eBy/m,w; = eB;/m &r konstanter. Tillstan-
det vid tiden ¢t = 0 &r y = x4, dvs spinn upp i z-riktningen. Antag att systemet &r i
resonans: w = wy. Los tidsberoende Schrodinger-ekvationen. Bestam sannolikheten att
en matning ger spinn upp i z-riktningen vid tiden ¢.

Ledning: Ansitt x(t) = ay(t)xs +a_(t)x_, c+(t) = av(t)eT2,

LYCKA TILL!

Oéndlig potentialbrunn:

h2k?2 2
E, = - ) %(17) = \/jSinkn:E ) ky, = n_ﬂ-
a a

2m

Harmonisk oscillator:

1
vV 2hmw

1
E,=n+1/2hw, a = ———(ip+mwz) , a' =

vV 2hmw

(—ip + mwx)

Storningsteori:

0 / O

Spinn 1/2 operatorer:



Losning till tentamen i Kvantfysik 150107

1. (a) Normering: Eftersom egenfunktionerna &r ON blir

w%/wrmm%m+wﬁm:Mﬂ/ﬂmﬁ+w%+ww@+@%mx

=[C*(1+1+0+0)=1
Vilj C = 1//2

(b) Tillstandet vid tiden t ges av

L a(e)eBitin o py(w)eiEm

U(z,t) = 7

(sin(ma/a)e” M2 o sin (2 [a)e I/ 2mat

|5

(c) Rorelseméngdsvantevardet:

w0) = [ v i v

1 Ox
</ ¢1 —l—zElt/}iaa —zElt/h /w —HEgt/ﬁ ¢2($)6_iE2t/h
22
/1#2 +1E2t/h —1E1t/ﬁ /w —‘,—’LElt/f ¢2($)6_iE2t/h)

Berakna integralerna, uteldmna komplexkonjugeringen eftersom 1,, ar valda reella hér:

[ nt@)svnta) = 503

/Z 7,02(:5)(%1/)1(96) = %kl /Oa sin(kqz) cos(kyz) de = [y = mx/al = g/ow sin(2y) cosy dy =

1 [ 1 3 o102 8
= _/ [sin(3y) + siny] dy = a [_Cosé ) —cosy}0 = {§+2] =3

/1/11 1/)1( % z)|o — /% (95):—3%

Samla allt:

_ h 38 +i(E2—E1)t/h —i(Ex—E1)t/h] _ 8h .
(p(t)) = %32 [e —e } =3 sin(Ey — Eq)t/h



2. Enpartikelenerginivaerna ar

h271'2
2ma?
——
—A

Eijr = (2 + 52+ K),0,5,k=1,2,3,...

De ldgsta nivaerna ar:
Ei1 = 3A, By = Eig1 = Eiig = 64, Eyy = Egp = Eigg = 94,

E311 = Ei31 = Eng = 11A, Eyyy = 124,
Ero3 = Ergy = Eniz = Eag1 = Bz = E3n = 144

Pauli-principen séager att endast en elektron kan finnas i varje enpartikeltillstand. I varje
enpartikeltillstand |ijk) ryms alltsé tva elektroner, en med spinn upp och en med spinn
ner. De 24 elektronerna fyller upp grundtillstandet sa hér: 2 med energi 3A, 6 med
energi 6A, 6 med energi 94, 6 med energi 11A, 2 med energi 124, 2 med energi 14A.
Grundtillstandsenergin blir alltsa

2,2
5 (elektroner)

Ey=(2:3+6:6+6-9+6 11+2-12+2 14)4 = 2144 = 214
ma

For bosoner finns ingen Pauliprincip och alla 24 ryms i grundtillstandet:
22

B —24.34 =727
2ma?

(bosoner)



3. Sok bundna tillstand med energi £ < 0 till deltafunktionspotentialen. SE:

AN sy = By

2m dx?

For x # 0 &r potentialen = 0 och vi kan sétta

d*y —2mE
W T

Allmén 16sning:
(x) = Ae " + Be™*

Acceptabla 16sningar &r kontinuerliga i # = 0, och gar mot noll i x = +oo. Alltsa ar
A = B. Losningen for alla z blir darfor

() = A=

Bestdm s genom att integrera SE kring x = 0:

7 /ed%dx —a/_ﬁé(x)¢(x)dx:E/Ewdx:>m:@

%/_/ \ - J N ,
=9/ (€)= (—€)=—2AkK =A —0,e—0

Energin blir

o PR ma?

- 2m 2R2
Normering:

00 [e’e) A 2 /
z)2dx = 2| A)? 672H2d13:—| | =1=A=k= ma
h
—00 0 K

Oberoende av potentialens styrka « finns darfor exakt ett bundet tillstand som ges av

2

. VMo fmoz|x\/h2 . mao
’(/}(:C) Te ) E - 2h2



4. Borja med den exakta 16sningen:

2 1 1 2 1
H=H,+ H = 2p—m+2mw x +2mw2x2=;—m+§m§22x2
dér vi infort
w/2:i 02 = 2 + W2
m J

Exakta grundtillstandsenergin &r

Q) h hw W\? hw 1/ \? 1/
E = — = —/ 2 [ —— J— e — 1 — J— — — -
0 2 o VY v 2 \/ <w) 2 ( +2(w) S(w

1+
hw hw/Q hw’4
“ o T T Tews T

For storningsrakningen behovs

h
R (a' +a)* = [(a")?+ a® + a'a + aa']

2mw

2mw
Forsta ordningens korrektion:

1 1 h
E; = §mw’2(01x2|0) = §mw’2M(O](aT)2 +a* + a'a + aa'|0)

hw/Q hw’Z

(0/(a")?]0) + {0]a*|0) + (0la'al0) + (0]aa’|0) | =
4w —_— ——— ——— N—— 4w
=0 =0 =0 =1

vilket stdmmer med det exakta uttrycket.

Andra ordningens korrektion:

= Z | m|H/|O RG% |(m|(a")? + a® + a'a + aa'|0)|?
E() - 16&)2 E() - Em

m>0
Den enda nollskilda termen i summan har m = 2:
(2[(ah)?]0) = V2
Energindmnaren blir
Ey— Ey = —2hw

Korrektionen blir alltsa
77,200/4 2 ﬁw’4
1602 —2hw  16w3

som stammer med den exakta 16sningen ovan.

Ej =




5. SE: Hx = ihx ger
(wo S5 + wi[cos(wt) S, + sin(wt)S,]) x = ihx
Skriv spinntillstandet pa matrisform som

X(0) = a, (B +a_(H)x_ = ( - )

SE blir pa matrisform

h wo w1 (coswt — i sinwt) ar(t) \ " ay N
2 \ wi(coswt + isinwt) —wo a_(t) ) e

woly + wie”a_ = 2iay
wiet™ta, — woa_ = 2ia_
Infér nu .
; ) W . ‘ ,
ay = Cieﬂszt/2 = a4 = :F?Ci€¥zwt/2 + Ciexmtﬂ
Detta ger:

woc+e—iwt/2 + wle—iwtc_e+iwt/2 — 2Z'<_Z?wc+e—iwt/2 + c'+e—iwt/2)
w1€+zwtc+671wt/2 _ woc_€+zwt/2 — 2i(+%0_6+lwt/2 + C'_e+zwt/2)

Forenkla mha resonansvillkoret wy = w:

WoCt + wic_ = 2@(—%)C+ + C+> N C:+ = —Z.%C_
wicy — woc— = 2i(+%5c_ +¢2) =

Derivera en gang till:

.. Sy w%
Cy = _ZTC_ = —TC_;'_

El= i, =~

Sannolikheten att en méatning ger spinn upp blir
Py(t) = lar () = |es ()| = cos®(wit/2)

Kontroll:
P, + P_ = cos®(wit/2) + sin*(w;t/2) = 1

OK.



